Logarithmes et Exponentielles

EXERCICES

EXERCICE 1©

1°/ Calculer les limites suivantes :

: x+1 : n
* Xlgr&ﬁLog( ™ ) °£1inox Logx (n=2)
2 2
* lim Log (x2+1) o lim Log (x2+1)
x—0 X X—> +00 X
. : 2x+1
i hgmx— Log(x>+1) A xli)r{tlco XLog(2x+3)

2°/ Résoudre dans IR les équations suivantes :
® log(x+1)+Log(x+3)=Log(x-4)

® 2Log(x-2)=Log(x+3)
® (Logx)*-3Logx+2=0

® (Log x)®-Logx=0
3°/ Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

® |og(x2-x) + Log( <0.

-1
3x+4
_ 4

® |ogx 22—L0gx.

® logx> Log2-1.

® 3Llog(x-1) < Log(x-1).

EXERCICE?2®

* lim Log (cosx)
x—0 X
® [im Log x

y xh—lgrlco 2logx+4
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Soit f la fonction définie sur IR par: f (x) = 2 et F la primitive sur IR de f qui

VJ1+4x2

s’annule en 0.
1°/ a) Montrer que pour toutx IR, ona: F (x) > Log (2x+1).

En déduire lim F(x).

X >+

b) Montrer que F est impaire et calculer lim F (X).
X—> -0

2°/ Soit G la fonction définie par G (x) = Log (2x +v1+4x2 ) ;
X elR.

a) Montrer que pour tout X € IR on a G(x) = F (X).
b) Montrer que F réalise une bijection de IR dans IR.
3x+5

J1+4x2

3°/ Déterminer la primitive H sur IR de la fonction : X —

telle que H (0) = %

EXERCICE 3©

1°/ Etudier les variations de la fonction définie sur |0, +oof par :
f(x)=x-1-Log x.

2°/ En déduire que pourtoutx>0o0na: Logx < x-1

3°/ Soient Xy,X»,X3.....X  ;  hombres strictement positifs non tous

égauxal.

n
On pose uy = %; k=1,23...,n avec M:% Zxk .
k=1
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a) Montrer qu'ona: %; Log X, SLog(%; x, ) -( utiliser 2°/).

n
e . . 1
b) En déduire que: 9/ x; Xy .Xg...x, SHZ{ X, etque

n!s(%)”

EXERCICE4©
1°/ Etablir que pour toutx >0ona: X - XTZS Log (x+1) < Xx.

2°/ Soit la suite (u,,) définie par :

n
U= Log( 1+%) pour toutn e IN”
k=1

a) Calculerujetus.

b) Montrer que pour toutn =1 ona: Z Ko n(n+1)6(2n+1) '

k=1
c) Montrer que la suite (u,) est convergente .

3°/ Soit (v ,) la suite définie sur IN " par :
1 2 3 n
in=(1+5)(1+ 35)1+=)..0+=) .
n n n n

Montrer que (v ) est convergente et calculer sa limite.

EXERCICE5®©
1°/ Soit g la fonction définie sur ] 0,+ o[ par :
g(x)=x*-1+2LogX .

a) Etudier les variations de g . Calculer g (1).

b) En déduire le signe de g (x) pour x > 0.
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Log x
x2

2°/ Soit f la fonction définie sur 0, +oo[ par: f(x)=x-1-

a) Etudier les variations de f sur ]0,+oo] .
b) Montrer que la droite D : y = x —1 est une asymptote & la courbe ¢ de f, dans un
repére orthonormé (O, 1_: f) , au voisinage de +®©,

c) Montrer qu’il existe un point A de € ou la tangente & € est paralléle & D. Tracer ¢

et D.

EXERCICE 6
Soient f et g les fonctions définies par ;
{ f(x)=-xLogx-(1-x)Log(1-x) six €]0,]
f0)=f(1)=0
et g(x)=Log (1-x)—Logx ; pourx €]0.,1
1°/ Résoudre I’équation g (x) = 0 et étudier le signe de g (x)

pour xe ]0,1].
2°/ Soit ¢ la courbe de f dans un repere orthonormé (O, i I ).
Montrer que ladroite D :y = %x est un axe de symétrie de ¢ .

3°/ Etudier f et construire € .

4°/ Montrer que si a et b sont deux réels de ] 0, + o[ alors on a:

1 1
alLog —+blog—<Log?2
g 0+ 0g b 0g

EXERCICE 7
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Soit f la fonction définie par : f(x)%ix Log (x + lx) six>0
f(0)=0
1°/ Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

2°/0n considere la fonction g définie sur [1, + o[ par:

g (x) =x Log x et I' la courbe de g dans un repére orthonormé (O, i I ) . Etudier g et

tracer I'.

3°/ Déterminer lim f(x).

X—> 40

Montrer que les courbes € de f et I de g sont asymptotes et préciser leurs positions relatives.

4°/ Déterminer f et f  puis étudier les variations de f .
Montrer que f (X) >0.

5°/ Dresser le tableau de variation de f et construire sa courbe & dans le méme repére.

EXERCICE 8

On consideére la fonction f définie sur 0, + o[ par :

X p . \ p Padiend
f(x)=1+ Logx. et gf sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,i,j ).
X

A°/ 1°/ Calculer lim f et lim f . Déterminer les asymptotes de E_‘f :
ot + 00

2°/Dresser le tableau de variation de f .

3°/ Montrer que I’équation f (x) = 0 admet une seule solution

ae}l,l{
e,
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4°/ Déterminer le signe de f (x) suivant les valeurs de x.

5°/ Tracer gf .

B°/ 1°/ Déterminer une équation de la tangente T a E_‘f au point

d’abscisse 1.
2°/ Soit ¢ la fonction définie sur ]0, + o[ par :
e (X)=x—-x2+LogX.

a) Déterminer le sens de variationdg .

b) En déduire le signe de ¢ (X).

c) Montrer que pour toutx >0ona:f(x)—-x= o)
X
d) Etudier la position relative de T et Ef .

C°/ 1°/ Soit a un réel de I’intervalle ]l,a [ et on note A le point de
e
gf d’abscisse a .

a) Donner une équation de la tangente T, a gf en Aen fonctiondea, f (a) et f (a) .
b) Soit b I’abscisse du point d’intersection de T, et (X’X) .

Ecrire b en fonction de a, f (a) et f (a).

2°/ On considere la fonction h définie sur]l,a [par:
e

f(x)
h(X)=x- ——.
(x) =x 00

£(x). f(x)

a) Montrer queh (x) = :
[f (01°
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b) Calculer f ' (x) et étudier son signe sur]l,a [.
e

c) Endéduire que h est strictement croissante sur ] l,a [.
e

Monter alors, quea< a.
d) Etudier le signe de h (x) —x sur ]l,a[ .
e
e) En déduire que : —1< a<b<a
e
o 1 . 1
3°/a) Montrer que pour toutx e ]—,afona: h (X) e ]—,a[.
e e

b) On considere la suite (a,) définie par :
agetang =h(ay) pourtoutn IN .

Montrer que ( an ) est une suite croissante.

EXERCICE9®

1°/ Résoudre dans IR :

°cX+2e7%=3 o X g¥=2 o p2X_gX_2<0
® Déterminer le domaine de définition de la fonction :

x> Log (e*"-2e 2%,
2°/ Calculer les dérivées de chacune des fonctions suivantes :

X

ef(x)=1-xe* °f(x)= ® f (x) = cos (e”)

x+1

Of(X):Log(1+eX) Of(x):%:-‘_l)

e
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EXERCICE10©

Soit f la fonction définie sur IR par :

1°/ Montrer que f est continue sur IR.
2°/ Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement le
résultat.

3°/ a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe € dans un

repére orthonormé (O, i f) :
b) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle

que I’on précisera.

c) Expliciter ™ (x) pour x e J, puis construire la courbe € " de

£~  dans le méme repére (O,i,] ).

EXERCICE11©

X

Soit f la fonction définie sur [0, +o[ par:  f(x)= six>0

f(0)=1
1°/ a) Etudier la continuité de f sur [0, +oo[ .

b) Montrer que f est dérivable sur |0, + o[ et calculer f ).
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2°/ Soit a un réel de |0, + o[ et on pose :

e®-1-a
h(xX)= (——5—)x*-e*+1+x .
a

a) Montrer qu’il existe un réel ¢ €]0,a [tel que :

e?-1-a e°-1 is calcul | ed-1-a
= uis calculer : lim
a2 2¢ P a—0* a2

b) En déduire que f est dérivable a droite en 0 .

c) Préciser la demi-tangente & la courbe € de f au point A (0,1).

Construire € dans un repére orthonormé (O, 1, f) .

EXERCICE 12

1
Soit f la fonction définie sur ]0, + oo par : f(x) = e2x .

1°/ Montrer que I’équation f (x) = x admet une seule solution

Sasé.
2

ENES)

a>0 etque:

2°/ Soit 1= [2,

] .Montrer que pour toutx elona: ‘f'(x) ‘ s%.

ENES)|
N w

3°/ Soit la suite (uy) définie sur IN par : ug = %et Un+s=T(up).

a) Montrer que pourtoutn eINona:u, el.

b) Montrer que pour toutn eINona:

1
> un-a‘.

un+1-a‘s
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c) Endéduire que pourtoutn eINona: |u, —a‘g (%)rl+1 etque lim u,=a.

N—+o0

EXERCICE 13©

On considére la fonction f définie par : f (x) = Log (x2-2x +2)

A°/-1°/Montrer que le domaine de définition de f est IR. Etudier les variations de f

2°/ a) Montrer que la droite D : x = 1 est un axe de symétrie de gf

b) Préciser les tangentes a gf aux points d’abscisses 0 et 2 .

3°/a) Etablir que pour tout x €IR” ona:

f (x) = 2 Log |x|+Log(1—%+%) .

b) Etudier les branches infinies a gf et tracer Ef dans un

repere orthonormé.

4°/Soit h la restriction de fa |1, +oo[ .

a) Montrer que h réalise une bijection de ]1,+oo[ sur 0, +oof .

b) Prouver que pour toutx € |0, + o[ ona:
h™* ()= 1+ [ex-1.

c) Tracer la courbe de h™ dans le méme repére .

B°/-On pose pourx €IR; ¢ (x) = f(X)-x.
1°/Prouver que pour x >0ona:

@ (X) = 2Log X + Log (1-%+% )-x. En déduire lim ¢(x)

2°/ Dresser le tableau de variation de ¢ et montrer que @ est une bijection de IR dans IR .
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3°/En déduire que la droite A:y =X coupe §f en un seul point

d’abscisse a, telque: ac] 0,3: 04 [.
C°/ Soit g la fonction définie sur ]0,+ o[ par: g (x) = Log (h ™(x)- 1)
1°/ a) Vérifier que pour tout X € ]0,+ o[ ona:
g ()= JLog(e*-1).
b) Calculer g (x) pour x > 0.
Dresser le tableau de variation de g.

Calculer g (Log 2).

. x+Log(1-e7%)
c) Etablir que pour x >0ona:g(x) = 5 .

Montrer que la droite A : y = %x est une asymptote a § au voisinage de + .
g

d) Etudier la position relative de § et A .
9
2°/ Vérifier que g (a)=Log (1-a); (aest le réel défini dans B°/3°/) puis vérifier que : g

‘ _ a?-2a+2
() =rz a2 -

EXERCICE 14©

Soit f la fonction définie sur IR par : f (x) = Log (1 +e~%).
A°/1°/ Déterminer lim f(x)et lim f(x).
X = +o0 X—>-o0
2°/ Etudier les variations de f .

3°/ Prouver que pour tout réel x on a :

f(x)=-x+Log (1+e”),
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et déterminer I’asymptote D de gf en - .

4°/ Tracer §f et D dans un repere orthonormé (O 1_: f) .
B°/ Soient u et v les fonctions définies sur [0,+oo[ par :
u(t)=Log (1+t)—tetv(t)=Log (L +t)—t+ %tz.

1°/ Etudier les variations de u et v .

En déduire que pour tout X € [0,+c[ on a:

t—%tzs Log (1+t) <t

2°/ Soitn €IN"; on considére la suite (S, ) définie par

1-e2n 1-en
ez-1

1-en
e-1

a) Démontrer que : - %

b) On admet que la suite (S, ) est convergente vers .

el <1
Prouver que : ‘1 o 1 ‘s @)
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CORRECTION

EXERCICE 1
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lim+ (v/x Log(x +1) - v/x Log x)

x—0

1°/® lim +/x Log(

x+1)_
x—0* X

ona: lim (vx Log(x+1)=0 et pour lim JVxLogx ;

x—0"

on pose X = 4/x ;onadonc x = x2 et six tend vers 0" alors X 1’est aussi .

lim +xLogx= lim XLogX2= lim 2XLogX=0 .
x—0* X—07" X0

Ainsi lim Wx LogH =o.
® lim x"Logx = lim x"*xLogx=0 (n>2).
X—0* X—0*

o lim Log(cos x): lim Log(cos x) - Log(cos O)= £(0) avec

x—0* X x—0T x-0

f:x —Log(cosx).

Log (cos x)

f’(x)=tgx et donc f’(0) =1 donc ﬁrgk X

=1

. Log(>x2+1) _ /n . _ ) srn — OX
L }(135 — = ’(0) ; avec f(x) = Log(x2+1) donc f’(x) = T
2
donc £(0) = 0 d’our Tim =29+ _ ¢
x—0 X
Log(x? (+ i) Log x?+ Log(1+ i)
lim Log(x*+1) _ lim o xE lim x?
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 X

1
Log(1+—=)
= lim 2LOQX+ x?2

X—>+00 X X
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1

Log X"
o lim S99% = jim —9% qvecX = xn .
X—+0 X1 X—+00 X
= lim —nLOgX:O
X—>+0 X
. . Log (x2+1)
° - 2 = - — 9V 7] =
JHm, - Logb Dl = lim, x[I- == 1=+
Log (x2+1) 2Log x Log(1+5)
car lim —= "~ = [im + X~ =0
X —>+00 X X—>+00 X X

: 2x+1 - 2x+1 -
.Xll)lllmXLOg (m).OnposeX—m alors 2Xx+3X=2x+1

21=1- - 1-3X
Donc x [2X-2] =1-3 X , donc x 2 (X-1)

Si x tend vers + oo alors X = 2X+L tend vers 1.
2X+3

Log X _

~-1 - 2.

. 2X+1y — 1: _
Donc Xlgf_lwx Log (2x+3) = ;(1211 (1-3X)

2°/ ® (E) : Log(x+1) + Log(x+3) = Log(x-4) ; Il faut que x +1>0,
X+3>0 et x—4>0; soitx € ]-1, +oof
Onadonc (E) < Log [(x+1) (x+3)] = Log(x-4) < x2+4x+3 =x-4
<& X2+3x+ 7=0¢etona:A=9-28<0 ;donc Sr=¢.
® (E) : 2Log (x-2) = Log (x+3)
I’équation (E) a un sens si et seulementsix-2>0et x+3>0; donc x €]2, +oo[

(E) & Log(x-2)2=Log (x+3) < x2-4x+4=x+3 < x2- 5x+1=0

soit A=25-4=21;donc x:# oux:% et comme
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X €]2, +o[ .donc Sr={ 5+5/ﬁ }.

®(E):(Logx)?-3Logx+2=0

I’équation (E) a un sens si et seulement si x >0

on pose X = Log x on obtient :

X2-3X+2=0 donc X=1 ou X=2. $Donc Logx=1

< X=eetlLogX=2 <« x=e2.Donc Sr={e, e}

® (E) : (Log x)2- Log x =0. (E) aun sens si et seulementsix>0.
On pose X = Log x

onadonc X3— X =0 soit X(X21)=0 donc X =0 on X =1 ou

X=-ldoncLogX=0«< x=1 oulogX=1

® =

o x=eou LogX=-1 < x=e*= € donc: S.R={l,e,%}.

3°/ (1) :Log(x?-x) + Log (3x1+4 )<0.

I’inéquation (1) a un sens pour : xX2-x>0; 1 _>0et3x+4=0.

3X+4

soitdonc x € J- % o[ Y 11, +oof

(I) & Log (x>-x) - Log (3x+4) <0 <« Log (X=X )<0

3X+4
X2—X
© 0< 3X+4 <1
XZ—X 2 4 4
-1<0 donc X —X=% <0 Soit x2-4x-4=0.

=
3x+4 3x+4
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A=16+16 = 32 doncx':ﬂ:hzﬁetx":z-zﬁ

donc Sr=12-2+2,0[UJ1,2+242 [

*(1) : 3Log(x-1) < Log(x-1) ; (I) aunsenssietseulementsi:x>1
on a donc Log(x-1)*- Log(x-1) < 0 donc Log (x-1)2< 0

d’ou (x-1)2<1d’ou (x-1)2-1<0 soitdonc x (x-2)<0 ,

donc Sgr=1-1, 2[.

EXERCICE 2
f(x) = 2 ;X € IR ; F estlaprimitive de f telle que F(0) =0
() N p que F(0)

1°/ a) Montrons que pour tout X € IR+ ona: F(x) > Log (2x+1)
Soit p(x) = F(X) - Log(2x + 1) pour x > 0.

2
2x +1

On a o est dérivable sur [0, +oo [ et @’ (x) = f(X) -

_ 22
Vi+4xz 2x+1

_4x+2-2V1+4x°

C@x+ D1+ 4

(2x +1)% - (1+4x?)
(2x + D1+ 4x2 (2x +1+ 1+ 4x?)

P’(x)=2

_ 8x S0
(2x + V1 +4x2 (2x +1+1+4x2

donc o est croissante sur [0, +oo].
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et (0)=0 donc Vx>0 onae(x)>0 ,donc F(X) > Log(2x + 1)

Comme lim Log(2x + 1) = +oo alors d’apres le théoréme de comparaison des limites on a
X—>+0

lim F(x) =+ o

X—>+0
b) Montrons que F est impaire.

ona: Fest la primitive de fsur IR donc F’ =f et comme f est paire alors F est impaire .
On a F est impaire donc pour x > 0, on pose x = -t alors F(-t) > Log (- 2t + 1), donc — F(t)

> Log (-2t + 1)
donc F(t) <-Log (-2t + 1).
Donc si x tend vers +oo alors t tend vers -ooetona:

xhrf‘ F(t) < xhrf‘ - Log(-2t + 1) (d’aprés T.C.L)
etcomme lim -Log(-2t+1) =— o0 alors lim F(t) =-
X—>—00 X—>—00

2°/ G(X) = Log(2x++1+4x2) ;x € IR

a) Montrons que VX eIR ona G(x) = F(x).

5, 8x 241 + 4x% + 4x
Soit Gl = — LA o LAt 2 gy
2X + 41+ 4x2 2x +1+4x2 1+ 4x3

donc G’(x) = f(x) donc G est une primitive de fsur IR

Or G(0) =0 et comme la primitive de f qui s’annule en 0 est I’unique fonction F donc
G(X) =F(x) Vx €lR

b) Soit F’(x) = f(X) >0 ¥x e IR. Donc F est strictement croissante sur IR donc elle
réalise une bijection de IR dans F(IR) = IR
3x+5

V1+ 4%

3°/ H est la primitive de X — telle que H(0) = %
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3x+5

3x 5

Soit h(x) =

4x

TNy[e8)

e une primitive de X —

* une primitive de X

V1+4x2

= +
Vi+4x? 1+

5 2
V1+4x3 "2 1+ 4x?

estx —

\/7
h

Donc H(x) =% V1+4x? +% FX) + Kk ;

4%2

estX > v1+4x® +k

F(x) + k.

HO) =3 = k’=

Donc H(x) = % V1+4x2 +% F(X) ; Vx € IR.

EXERCICE 3

1°/f(x)=x-1-Logx ; x>0.

f est dérivable sur 10, + o[ et f’(x) =1 - %= %

(X)=0 < x=1; l1m f(x) = hm X(l— . %)—+oo

et lim f(xX)=+o.

x—07"
X 0 1 +00
f(x) - i +
+00 400
f(x) _
A
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2°/ La fonction f admet un minimum absolu en 1 égal a 0 donc
v x>0.
ona:f(x)>f(1)=0;doncf(x)>0 Vx>0 d’oux-1-Logx=>0

alors Logx<x-1;VvVx>0

3°/Onau= % k=1,2,....,n avec M:%Zxk .
k=1

a)onalogx<x-1 etpourx=uxona: Log(% < =£-1

Donc Log xk—Log(%Z x ) < — Xk g

k=1 1 X,
n
k=1
n
n n 1 n Xy
k=1
= Z LOng'ZLOg(ﬁ X, ) < - -n
k=1 k=1 k=1 1 X
n k
k=1

n n
= Y Logx, < nLog(% X )
k=1 k=1

n

%z Logx, < Log(%k Xy ) -

n

n n
b) d’aprés a®) ona: Z%Logxk < Log(%z x,) = Y Logx

k=1 k=1 k=1

1 n
donc Log (kﬁ X0 ) < Log( %z

=

B ‘H
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on applique la fonction x ~ €* , croissante sur ]0, +oo[,

on obtient : (X1.X2 ... Xp )"
n n

< %Z x, donc X, Xg..Xn < % X -
k=1 k=1

n
Pour x, = k on obtiens  ¥1.2.3...n % k

k=1

<
= 1 < 11 <n+1
= n2(n+1)_ n

Donc ¥ nl < n:l = nl < (nT+1)n

EXERCICE 4

1°/Pour x > 0, on pose f(x) = Log(x + 1) —x ; f est dérivable sur [0,+oo[ et on a :f ’(x) :ﬁ -

:i
1 X+1

Log(x+1)

, . - X 1=
Donc f’(x) <0 et Xll)%f(x) = lim (x+1) [ T -—X+1] 0
car lim —X =-1et lim —29X*+1 =0etf(0)=0
x>t X+1 X—>+0 1
X 0 +00

F(x) -

fx) 0
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f(x) <0V x>0 = Log (x+1) < x

°De méme ; soit g(x) = Log(x+1) —x + X72 :

I | o 1-1-x+x®+x_ x?
Q)= +x= =
X +1 X +1 X +1

donc g’(x) > 0 d’ou g est croissante et xhﬂ‘ g(x) =- etg(0)=0
donc Vx> 0 onag(x) > 0 = x- X72 <Log (x+1)
doncvx >0 ona: x- X72§ Log (x+1) <x.

n Kk
2°/up= ) Log(l+1*);n=>1

k=1

a)*u = Log(1+%):Log 2
= 1 2y= ) 3= 15
*Up = Log(1+4)+ Log(1+ 4) Log 7} +Log 5 Log 3

b) Montrons par récurrence que Py :

n
vnx1 onazkzzw_
6
k=1
n
*Pourn=1ona » k=1 ethgzl;
k=1

d’ou P, et vraie.



Logarithmes et Exponentielles

* Soit n > 1 On suppose que P, est vraie et montrons que Py I’est aussi :

nf"@ _ (n+1)(n+2)(2n+3)

k=1 6

n+1

n
ona: Upg = Zk2 = Yk + (n+1)2
k=1 k=1

_(n+1)(2n%*+7n+6)
- 6

+(n+1)?

_n(n+1)(@2n+1)
6

Or 2n2+7n+6=0 ;ona A =49-48=1alors:

n= =/=1 -

7 -2 oun=-3.

donc 2n2 +7n + 6 = 2(n+2) (n+%) = (n+2) (2n+3) ;

donc up+1 = (0D +62)(2n +3) d’ou Pn4q est vraie.
n

Conclusion: ¥n> 1 ona » k* = w
k=1

c¢) Montrons que (u,) est convergente :

K
D’aprés 1°/ ona: % ﬁ <Log (1+%) <1

nn+1) n(r1+1)(2r1+1)< <r1(1r1+1)
2 1ond . UM ST
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Et d’apres le théoreme de comparaison des limites Ona: lim [n(n J;I) _nln+1)(@n+1)
N—>+o 2n 12n4

]

. . nin+1
< lim up £ lim ( )
N—>+o0 no+to  2N2

d’ou lim u,= %

N—+0
La suite (Uy) est donc convergente vers %

n

3°/ vnelIN onaV,= (1+%) ( 1+%) NERUSE (1+%)_
k=1

n

Soitt, =Log V, = z Log (1+%) =up . Donc u, = Log V, et nlig})o Uy =%. Donc lim V,

n
=] —>+00

- .

La suite (V,) est donc convergente vers e .

EXERCICE 5

1°/ g(x) = xX*~1+2Log X ; Vx>0
1IN — 2 . . o 1, 2logx,y _
a) g’(x) = 3x2 i 0;vx>0. XIEEO g(x) —Xll)@w X(x2 Y+T) = +oo
et lino1 g(x) =- 0 ; g estdonc strictement croissante sur ]0, +ool.
x—0*
b)g(1) =0 donc: ¥x €]0,1[ onag(x) <0 et Vx e ]1,+oof
ona:g(x)>0.

2°/ f(x) = x-1- L())gx ; X € ]0,+oo[.
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X2l—2xLogx _
—1- 1-2Logx

x3-1+2Log x X
AP =1 X - - 9%

x3 x3 x3

le signe de f’(x) est celui de g(x) Vvx >0.

Log x
X2

)

X—>+00

lim f(x) = Xlin+1 (x-1-
—>+0

or lim LO—%X:

X—>+0 X t—+o0

o Lo%\/f: lim 1 Logt

t>to 2 t =0 ' donc Xllgloc f(X) =t

lim f(x) =+ car lim —
x—0* x—0*

Soit donc le tableau de variation de f :

X 0 1 + oo

(x) - D +

f(x) \

Log x
X2

b) XILT [f(x) - (x-1)] = Xliﬁ‘ - =0 (d’aprés a) ) , donc la droite

D :y=x-1 estune asymptote a { au voisinage de +oo.

c) Soit A(Xo, Vo) et T la tangente & ¢ au point A.

T est parallele a D signifie f'(x,) = 1
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Donc % =1 alors X, =+ . Donc au point A(+/e ,f(+e )) la tangente & ¢; est paralléle &

0

D. Ladroite d’équation x =0 est asymptote verticale a (¢

0.5

¥ X

EXERCICE 9

X X
2 _
(e) 3e+2=0

19/ 0 +26"=3 & e+ 2-3=0
e €

o (€92-3e+2=0.
Onposet=¢*, Onadonctz-3t+2=0 donct=1out=2
soitdonc x =0 ou x = Log2. Donc Sig ={0, Log2}.

2-X X2 X2 - X+2

o e =2c e =2 donc x2-x+2=Log2
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& X2-x+2-Llog2=0.
Soit A=1-4 (2-Log2) = 4Log2 +1-8<0. DoncSg=2.

e e¥_¢*-2<0:0nposet=e"on obtient:
2-t- 2<0 < (t+1)(t-2)<0.

donc t2-t—2 < O signifieque t € ]-1,2[.
donc-1<e*<2 = 0<e*<2 = xe]0,Log2|
donc Sigr =]0, Log 2 [.
® Soit f(x) = Log (€ - 2e).
f(x) & un sens si et seulement si €< —2e ?* >0

X2 2
donce” - —55>0.

e

3x2
e -2
2x2
e

D’ou >0 ,soit donc e3 > 2 et par suite 3 x2> Log2

= x2> % Log2.

=X e -oo,-"Lo—92 U L0g2,++oo.
3 3

2°/ef(x) =1-x¢€; xelR.

f est dérivable sur IR et on a : ’(x) = - (xe* +¢%).
donc f’(x) = - xe*-e*=-e* (x+1) ; v x elR.

X

*f(x) = % : X €IR\{-1}.

* La fonction f est dérivable sur IR\{ -1};(x — €* dérivable sur IR et donc sur IR\{-1} x>
x+1 dérivable sur IR\{-1} etx+1 #0).
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X

, _ex(x+1)—eX _xe
o= (x+1)2  © (x+12°

* f(x) = cos (¢") ; X €IR.

* f est la composée de deux fonctions dérivables sur IR donc f est dérivable sur IR eton a:

f(x) = - e*sin(e”).

*f(x)=Log (1+€"); V x elR. festdérivablesur IRetona:

X

, e
fr(x)= SR
*f(x):%xﬂ) ; VX elR.

e

f est dérivable sur IR (composée et quotient des fonctions dérivables sur IR) etona:

X

e X X X
€ —¢ Log(e +1) < x «
f(x) = e +1 _ _e—( +Xl)XLog(e +1) vx elR.
e e (e +1)
EXERCICE 10
f(x)= 1-&* six<0
ex-1 x>0

X

o[k . — . -
17 Jim 109 = Jim g

=0 = f(0)

. . XY — A —
et xhj(r)‘, f(x) = xlg{)l— (1-e7) =0=1(0).
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donc lim f(x) = lim f(x) = f(0) d’ou f est continue en 0.
x—0+ X—>0—

* La fonction x > 1 —e™ est continue sur IR et par suite elle est continue sur ]-oo, O[

La fonction x — e* — 1 est continue sur IR et la fonction x > e* + 1 est aussi continue sur IR

et:e¥+120 VxelR.

ex—-1

ex+1

Donc la fonction x — est continue sur IR et par suite elle est continue sur ]O, +oo],
donc f est continue sur IR”

Conclusion : f est continue sur IR.

car lim
X—0— X

1
=1 donc f est dérivable a droite en 0 et f’4 (0) =% d’ou la courbe & de f

possede au point d’abscisse 0 une demi-tangente d’équation y = %x.

_ lim 1-eX ex-1
lim 1010 _ IR = lim
X—0— x-0 X x—0- X eX

= 1 donc f est dérivable a gauche en 0 et

f’3(0) =1 d’ou la courbe & de f posséde une demi-tangente au point d’abscisse 0 d’équation

y =X. Donc f n’est pas dérivable en 0 et le point O est un point anguleux pour la courbe & de
f.

3/a)VxelR onaf(x)= 1fre™ si x<0

e(e* +1)—(ex-1)e*

ix>
@) six>0

X

donc f(x) = l+e si x<0
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2 eX

m six>0

donc v x € IR ona f’(x) > 0.

X

lim f(x) = lim =1let xhﬁl f(x) = XIL@ (1-™) = - o0 ; donc la courbe & de f posséde

X—>+00 Xx—+0 X417

une branche infinie parabolique (en - «) de direction la droite (0 j).

La droite y = 1 est une asymptote horizontale a & en +oo.

ALy

f-1

y—.L
//-

v X

Cf-1 )

b) La fonction f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une bijection de

IR dans IR.
C) pour X € ]-o,0[ona:

y=f(x)=1-* = 1-y=¢e* = -x = Log(l-y),
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donc x = Log (%y) ; VX €]- o0, Of

eX—
pour X € [0, +oof ona: y=f(x)= = yel+y=¢‘-1
eX+1
X = e x_ y+1 ., x o _ y+1
donc e" [y-1]=-y-1 donc e" = 1y d’ou e x-Log(—l_y)
vy e [0, +oof
ainsi Fx) = log(=1-) six<0
1-x
og(1+X) Six>0
1-x -

La courbe & de f ™ est la symétrique de & par rapport & la droite

A:y=x;dou &’ possede une branche infinie parabolique de direction (o i ) en (-o0) et la

droite x = 1 comme asymptote verticale.

EXERCICE 11
X _
f(x) = - si x>0
f(0)=1
ex

1°/a) lim f(X) = lim =1=1(0) donc f estcontinue en 0.
x—0* x—0*

La fonction x > e*— 1 est continue sur IR ; par suite elle est continue sur 0, +oo[ et X > X

e)(

et continue sur 0, +oof et X # 0 sur ]O, +oo[ donc X

est continue sur ]0, +oo[. Donc f

est continue sur [0, +oo

b) la fonction x > &* — 1 est dérivable sur IR et par suite sur
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10, +oof

X
etdoncf:x —

est dérivable sur ]0, +oo[ (car X — X I’est aussi

et non nul) donc f est dérivable sur ]0, +o[ etona:

xeX—(eX-1) xeX—-e*+1
f(x) = ) = 2 ; VX €]0, + oo.

eX-1-a
2°/a>0eth(x)= (T) x2-e“+ 1+ x ; pour tout x > 0.

a) En appliquant I’égalité des accroissements finis a h sur [0, a]

ona: il existe ce ]0, [ tel que W =h’(c)
ex-1-a
donc 2 =2. ———c-¢e"+1
a a
q ¢ 1= et-1-a ec—1 er-1-a
onc e'-1= ———.(20) = =7
ed-1-a e@—1 1 e@—1
lim >—= lim == car lim =1
a—>0* a >0 2Cq 2 a0  Ca
(le réel cdépenddea ;c €]0, a[)
ex-1 1
_ - eX—-1-x
b) lim =10 _ lim —=X =lim —— =1
Xx—0* x-0 X—0* X X—0* X2 2
=1
>

c) la courbe & posséde au point A(0, 1) une demi-tangente d’équation

X+ 1.

_|
<
I
N|—=

donc f est dérivable en 0 et f*(0)
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xe* —e* +1 . .
onaf(x)= ————, Vx>0; lesigne de f’(x) est celui de :
X
g(x) =xe*+1.

ona:g’(x)=e*+xe"-e"=xe20

donc g est strictement croissante sur ]0, +oo [ et g(0) =0 donc
Vx>0onag(x) >0

donc f'(x)>0; Vx €]0, +o[

soit donc le tableau de variation de f :

X 0 +0
() +
_»*®
f(x)
0
ex-1 ex 1
* lim f(x) = lim = lim — - +=+w
X—>+00 x—+0 X x—+0 X X
*limm=lim i =1 i-l
X—>+00 X—>+00 X2 X4 X2 X2 '
1 e*

or lim — =0;etpour lim — onpose x=2 X on obtient:
X—+0 X X—+0 X

ex lim 2 N f(x
lim —2=X—>+°°ﬂ= lim (&* )2 =+o d’o0 lim (—)=+oo
X—+0o X 4X2  XS5+0 72X X—+0o X
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donc la courbe € posséde une banche infinie parabolique en +o de direction (o, ])

by

Tiy=1/2 x + 1

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 s 10 12 14

-4

-8

-10

EXERCICE 13

f(xX)= Log(x2 - 2x + 2).
A°/1°/a) le domaine de définition | de f est :
I={x elRtelque:x2-2x+2>0}.
Soit I’équation : x2-2x+2=0; A=4-8=-4<0.
donc Vx elRonax?-2x+2>0 d’oul=1IR,

b) Pour tout x e IR on a, f est dérivable et f'(x) = _2x=2
X2- 2x+2
X)=0 < x=1.

lim f(x) = lim Log (X2-2x+2) =+ car lim X2-2X+2=+
X—>+00

X—>+00 X—>+00
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lim LogX=+o. de méme lim f(x)=+w. f(1)=0.
X—>—0

X—>+0

Tableau de variation de f :

X -0 0 + o0
) - ) m
+ o0 »to0
f(x) \ /
0

2°/a) Montrons que ladroite D : x =1
est un axe de symetrie de &; .
VX elRona(2-x) elR etf(2-x) =Log [(2—xP-2(2-x)+2]
=Log (X2 -2x + 2) = f(x)
donc (XIR = (2-x) €IR
{ f(2-x) = f(x)
d’ou D : x = 1 est un axe de symetrie de &; .

b) To : tangente a &; au point d’abscisse 0. To:y = f*(0) (x-0) + f(0) ;
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donc To:y =-x+ Log2.
T, est la tangente a &; au point d’abscisse 2.
T:y=1(2) (x-2) +f(2) =x + Log2.
Donc T,:y =x + Log2.
3°/a)onaf(x) =Log (x2-2x +2) ; pourtoutx IR.

* = 2(1-2,2 )= 2 2.2
v X elR*onaf(x) =Log (x2(1 X+x2)) Log x2 + Log (1 x+x2)
orLogx?=2Log |x|;Vx elR* donc:
= 2,2 *
f(x) = 2Log|x| + Log (1 x+x2)’ vx elR

b) XILT f(x) =+ o ;soitdonc:

2Log|x| +Log (1—%+%)

lim f(i) = lim
X—+0 X X—>+00 X
2.2
Log (1-2+2
- lim 2Logx + g( X X2)
X—>+0 X X

Car | x| = xau voisinage de + .

2_2
Log (1-£+%)
L% =06t jig — X =0,

X—> +0

Donc lim M=0Car lim

X—>+o X X—>+0

X

>

donc &; possede une branche infinie parabolique, en +<o, de direction (o [ ).

e Comme ladroite D : x = 1 est un axe de symétrie de &; alors au voisinage de (-« )

, & possede aussi une branche infinie de direction i).



Y
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cf

v X

4°/ hest la restriction de fa ]1,+ o [.

a) hest donc, continue, et strictement croissante sur ]1,+oo[ dans ]1,+oo [.

b) Ona: =h(x) = x=h(y)

X e]l,+o] €]0,+o]
y=h(X) © y=Log (X2-2x+2) <& x2-2x+2=¢";
soit donc :

X2-2x+2-¢'=0.

A=4-42-e)=4E-1)>0(cary>0 = ¢ >1)

donc x’ =

y y
Onay>1=€&>1=1e-1>0 = 1-e-1<1

donc x’<loronae |1,+of

y
2—4e -1
y . y
f:].- e -1 oux"=1+1e -1.
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y 1 y
doncx=x"=1++4e -1.D0ouf (x)=1 e -1 P VXell+of.

b) Lacourbe de h™* est la symétrique de €, parrapportaladroite A :y=x.

B/ (X)=f(x)—x; VX elR.

1°/ vx € IR*onaf(x) =2 Log | x|+ Log (1—%+%)

N

- — 2
donc pour x>0ona | x|=xet ¢ (x)=2 Log x +Log (1—;+;)—x

2
Log(1-2+2)
donc lim g(x) = lim x | 2209 & X

X—>+0 X—>+0

2°/ La fonction ¢ est dérivable sur IRetona:

2X-2 1 = 2X-2-X2+2x-2

PR=PM)-1= 525 0" X2-2x 42
_ {e@-4x4) _ (x-2p
T exi2 o weaxaz 0vxelR.

Donc ¢ est décroissante sur IR. xlirg ¢(X) = lim f(X)-x =+

X—>—0

Soit donc le tableau de variation de ¢.
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La fonction ¢ est continue et est strictement décroissante sur IR donc c’est une bijection de

IR dans IR.

3°/SoitM (x,y) €& NA:y=x = y:{x
y =f(x)
donc f(x) =x < f(x) —x =0 soitdonc ¢ (x)=0.

Or @est une bijection de IR dans IR et 0 € IR donc I’équation ¢ (X) = 0 admet une seule

solution a <IR.
Donc & N A ={A (a,a)}. aestdonc la solution de I’équation
®(x)=0

e est continue sur IR et donc continue sur [0,3;0,4 |.
e ¢(0,3)=Log(2,69)-0,3>0.
e ¢(04)=Log(1,6)-0,4<0.
d’ou ¢ (0,3). ¢ (0,4) < 0 donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires on

a e ]0/3/ 0/4[

C°/g(x) = Log (h'(x)-1) ; Vxe]0,+n].

1°/V'x € ]0,+» [ ona g(x) = Log (1 + \lex—l -1) =Log (\/ex—l)

d’ou g =% Log (¢* - 1) pour tout x > 0. g est dérivable sur |0, +oo [

X
€

etona:g’(x) = >0 ; VX e ]0,+x [, donc g est strictement croissante sur |0, +oo [ .

X

e -1

* lim g(x) = lim %Log (€"=1)=-oocar Jim (-1 =+

X—>+00
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et lim LogXx=+o
X—>+00
e lim g(x) = lim 1 log (€*~1) = -0 ; Car lim €~1=0
x—0* x>0+ 2 Xx—0"

et lim Logx=- ». g(Log2) = 1 Log (°%*- 1) = Logl = 0.
x—0* 2

* VXxe]0+w[onagx)= %Log (e*1) = %Log [eX(1-e™)]

Log &*+ Log (1-¢e™).

N|—=

Donc g(x) = %(x + Log (1-€%)).

e Position relationde &g et A 1y = =X

N|—=

Ona g(x)—%x=%Log(1—e'X) v x> 0.
Or vx>0ona0<1-e*<1 = Log(1-¢e™)<0.
donc g(x) - %x<0 Vv x>0 donc &y est au—dessous de A.
2°/g(x) = %Log (e*-1).0rona f(a)=a
= Log (a?2-2a+2) = a.
d’ol er = a2-2a +1 doncg(a)= %Log(az-Za +1)
=Log (a-1)2

donc g(a) = Logy/(a-1)2=Log|a-1| or a € 0,3:0,4

= a-1<0d’oug(a)=Log (1-a)
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. gl = e 1 d®-2a+2 _ ¢®*-2a+2
) e’ 2d-2a+1 2da°-4a+2

EXERCICE 14

f(x) = Log(1 + &™) ; pour tant x <IR.

A°/1°/e lim f(X)=lim Log(1+e>)=0 car lim (1+e*)=1et
X—>+00 X—>+00 X400
Log1=0. * lim f(x)= lim Log(l+e™) =+
car lim (1+e”)=+ o et lim Logx=+w
X—>—0 X—>+00

2°/ La fonction f est dérivable sur IR (composée de deux fonctions dérivables), et on a : f’(X)

—X
—e ]
= —<0 care”>0 vxe IR

1+e

Soit donc le tableau de variation de f :

f°(x) -

L JAVAY

.
A ' \
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3°/f(x)=Log (1 +e™) = Log(e*(1+¢€*)) =Loge™ +Log (e*+1)
donc f(x) = - x + Log (1 + €*).

Soitdonc lim (f(X) +x)= lim Log (1 +¢e™) =0
X—>+00 X—>+00

donc la droite D : y = - X est une asymptote oblique a & en

4°/La droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a & en+o.

-
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B°/u(t) = Log (1+t) -t et v(t) = Log (1+t) —t + %ta

1°)On Vvt>0 :t- %tz < Log (1+t) = t. (...sens de variation...)

n
2°)n €IN*et S, = > f(k).
k=1

a°)Ona Vv tz0; t-%tZS Log (1+t) < t.

Onprend t = e*on obtient :

n n ] 2k n k
ek1e2k<f(k)<2efk donc )" e -%Ze <S5 <Ve .
k=1 k=1 =1 k=1
< k . 1 k - . gt - -1
Ona: e z e = Z o) somme de n termes d’une suite géométrique de raison g=¢e
k=1 k=1
n 1 -n -n
= 1- 1-e
donc e =¢ el = T
k=1 1—5 e-
n " 1 e—2n
De méme »_ e T
k=1 &=
1 -n 1 -2n 1 -n
—e 1 —e < < —€e
Ona donc T T2 e S, o1

@D

b°) On admet que la suite (S,) est convergente vers /.

d’aprés le théoréme de comparaison des limites on a :

-n -2n n

. 1-e 1 1-e . 1-e
Jim 1 2 o1 = 'F dim —o—
donc —L 1 <r<1
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<0 alors ‘Z-L‘ <
e-1

1
2@-1)



